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Integración

La integración es la forma de resolver, desde el cálculo integral, dos problemas clásicos del Análisis Matemático, estrechamente relacionados:

· El cálculo de áreas y volúmenes de figuras geométricas conocidas. 

· La obtención de la primitiva de una función, esto es, aquella cuya derivada es la función dada, realizando la "operación inversa" a la derivación. 

1. Integración Definida

Dada una función continua positiva en un intervalo [a,b]
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Se define la integral definida entre los valores a y b del dominio de la función f como el área S limitada por las rectas x=a, x=b, del eje de abscisas y la curva definida por la gráfica de f. Se denota por:
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PRIVATE "TYPE=PICT;ALT= S = \int_{a}^{b} f(x)dx "rectánguloPor ejemplo, si f es la función constante f(x)=3, entonces la integral de f entre 0 y 10 es el área del  limitado por las rectas x=0, x=10, y=0 e y=3. El área corresponde al producto del ancho del rectángulo por su altura, por lo que aquí el valor dPRIVATE "TYPE=PICT;ALT= \int f(x)dx = F(x) "e la integral es igual a 30.

Si se tiene una primitiva (integral indefinida) de la función f:
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entonces, y según la Regla de Barrow:
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Siempre y cuando ni la integral ni la función integrada presenten singularidades en el intervalo de integración.

A esta relación entre la integral indefinida y la superficie bajo la función se le denomina Teorema fundamental del cálculo integral.

2. Integración de Riemann

La integral de Riemann es una operación sobre una función continua y limitada en un intervalo (a; b), donde a y b son llamados los extremos de la integración. La operación consiste en hallar el límite de la suma de productos entre el valor de la función en un punto xi* y el ancho Δx del subintervalo [image: image14.png]lim Zf (@) A



conteniendo al punto.

Donde n es la cantidad de subintervalos.
Normalmente se nota como:
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INCLUDEPICTURE  \d  \z "http://upload.wikimedia.org/math/f/5/6/f56eac893d9015404ed9e55f378fea2b.png"es una "S" deformada. En el caso en que la función f tenga varias variables, el dx especifica la variable de integración.
Si la variable de integración y el intervalo de integración son conocidos, la notación se puede simplificar como 
Algunas funciones no son claramente integrables por Riemann, pero en general las interacciones de los límites con la integral de Riemann son difíciles de estudiar.

En Análisis real, la integral de Riemann es una forma simple de definir la integral de una función sobre un intervalo como el área bajo la curva de la función.
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Sea f una función con valores reales definida sobre el intervalo [a, b], tal que para todo x, f(x)≥0 (es decir, tal que f es positiva). Sea S = Sf={(x, y)|0≤y≤f(x)} la región del plano delimitada por la curva correspondiente a la función f, el eje de las abscisas y las rectas verticales de ecuaciones x=a y x=b. Estamos interesados en medir el área del dominio S, si es que se puede medir.

Para obtener una aproximación al área encerrada debajo de una curva, se puede dividir en rectángulos como indica la figura.
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El área de cada rectángulo, es el producto de la función en un punto, por el ancho del intervalo
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Al aumentar el número de rectángulos se obtiene una mejor aproximación.

La idea fundamental de la teoría de la integración de Riemann la de utilizar aproximaciones del área del dominio S. Determinaremos un área aproximada de la que estamos seguros de que son inferiores al área del dominio S, y buscaremos un área aproximada que sepamos que es mayor al área de S. Si estas aproximaciones pueden hacerse de forma que la diferencia entre ambas puede hacerse arbitrariamente pequeña, entonces podemos obtener el área del dominio S. Por lo tanto, el límite del área para infinitos rectángulos es el área comprendida debajo de la curva.

3. Propiedades de la integral de Riemann o Integral Definida
Sean f y g dos funciones continuas sobre [a,b], entonces se verifica: Entonces se cumplen las siguientes propiedades: 
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El siguiente teorema nos facilitara muchas veces el caleulo de integrales.

Teorema: Sean /¥ g dos fcones coutiuuas sobre . b]- entonces se veifica

a (f(\)+g(1r))d1r —J flydr + J g(x)dx

b) .:k-f(.x)dr :k-J':f(.x)dx VEeR
osi f2oemab] = [*fdr 20
Osifosgm Veelas] = [rmar < [ g ar

e o
fde = [T reyde + [ feydr Veelas]

s (e
| Sdr = —jb F(x) dx

J* rmax =0 n

Eiemplo 4: Si j’: Fdr==5 y J.‘lz-f(x)rl.x 1, caleular [ f(rydx .

A veces, es posible calcular el valor exacto de una integral definida mediante el limite de sumas de Riemann v
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4. Integración por Partes

Sea u=U(x) y v =V(x) funciones diferenciales
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